
Интервальное оценивание параметров
(продолжение)

Лекция №8

Статистические методы в ядерном эксперименте, ИЯФ, 2024 г.

1 Построение доверительных интервалов при оценке 𝜇 и 𝜎2

2 Построение доверительных интервалов ММП
3 Примеры
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Построение доверительных интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (I)

1) Стандартное нормальное распределение (x ∈ (−∞, +∞)):

N(x |𝜇 = 0, 𝜎 = 1) =
1√
2𝜋

e− x2
2 , E(x) = 0, D(x) = 1

2) Распределение 𝜒2
n(y) с n степенями свободы (y ∈ (0, +∞)) :

𝜒2
n(y) =

1
2n/2Γ(n/2)

y
n
2 −1e−y/2H(y), H(y) = y > 0 ?1 : 0;

E(y) = n, D(y) = 2n

3) Распределение Стьюдента Tn(z) с n степенями свободы
(z ∈ (−∞, +∞)):

Tn(z) =
Γ( n+1

2 )
√
𝜋nΓ( n

2 )

1

(1 + z2

n )
n+1

2
, E(z) = 0, D(z) =

n
n − 2

(n > 2)
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Построение доверительных интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (II)

Пусть {Xk}n – выборка объёма n из N(𝜇, 𝜎2), и

⟨x⟩ = 1
n

n∑︀
k=1

Xk , s2 = 1
n−1

n∑︀
k=1

(Xk − ⟨x⟩)2, s′2 = 1
n

n∑︀
k=1

(Xk − 𝜇)2 тогда:

⟨x⟩−𝜇

𝜎/
√

n ∈ N(0,1) (для оценки доверительного интервала для 𝜇

при известном 𝜎2)

1
𝜎2

n∑︀
i=1

(Xi − 𝜇)2 = ns′2

𝜎2 ∈ 𝜒2
n (для оценки доверительного

интервала для 𝜎2 при известном 𝜇)
⟨x⟩−𝜇√

s2/n
∈ Tn−1 (для оценки доверительного интервала для 𝜇

при неизвестном 𝜎2, вместо 𝜎2 используем выборочную
дисперсию s2)

n∑︀
i=1

(︁
Xi−⟨x⟩

𝜎

)︁2
= (n−1)s2

𝜎2 ∈ 𝜒2
n−1 (для оценки доверительного

интервала для 𝜎2 при неизвестном 𝜇, вместо 𝜇 используем
выборочное среднее ⟨x⟩)
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Построение доверительных интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (III)

Доверительный интервал для параметра 𝜇 если 𝜎2 известна:

⟨x⟩ −
q1−𝜀/2𝜎√

n
< 𝜇 < ⟨x⟩+

q1−𝜀/2𝜎√
n

где q1−𝜀/2 – квантиль уровня 1 − 𝜀/2 для стандартного
нормального распределения, если:

q1−𝜀/2 = 1, то уровень достоверности 1 − 𝜀 = 0.6826;
q1−𝜀/2 = 1.65, то уровень достоверности 1 − 𝜀 = 0.901;
q1−𝜀/2 = 1.96, то уровень достоверности 1 − 𝜀 = 0.95.

Доверительный интервал для параметра 𝜎2 если 𝜇 известно:

1 − 𝜀 = P

(︃
q𝜀/2(n) <

ns′2

𝜎2
< q1−𝜀/2(n)

)︃
= P

(︃
ns′2

q1−𝜀/2(n)
< 𝜎

2
<

ns′2

q𝜀/2(n)

)︃
,

где q𝜀/2(n) и q1−𝜀/2(n) – квантили уровней 𝜀/2 и 1 − 𝜀/2 для
распределения 𝜒2

n.
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Построение доверительных интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (IV)

Доверительный интервал для параметра 𝜇 если 𝜎2 неизвестна:

1−𝜀 = P

⎛⎜⎝−q1−𝜀/2(n) <
𝜇 − ⟨x⟩√︁

s2/n
< q1−𝜀/2(n)

⎞⎟⎠ = P

(︃
⟨x⟩ − q1−𝜀/2(n)

s
√

n
< 𝜇 < ⟨x⟩ + q1−𝜀/2(n)

s
√

n

)︃

где q1−𝜀/2(n) – квантиль уровня 1 − 𝜀/2 распределения Tn−1.

Доверительный интервал для параметра 𝜎2 если 𝜇 неизвестно:

1− 𝜀 = P

(︃
q𝜀/2(n) <

(n − 1)s2

𝜎2
< q1−𝜀/2(n)

)︃
= P

(︃
(n − 1)s2

q1−𝜀/2(n)
< 𝜎

2
<

(n − 1)s2

q𝜀/2(n)

)︃
,

где q𝜀/2(n) и q1−𝜀/2(n) – квантили уровней 𝜀/2 и 1 − 𝜀/2 для
распределения 𝜒2

n−1.
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Построение довер. интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (V)
Таблица значений функции Φ(x) = 1√

2𝜋

x∫︀
0

e
− t2

2 dt:

  

В пакете ROOT в классе TMath имеется метод NormQuantile.

x=TMath::NormQuantile(p) возвращает такой x, что: p = 1√
2𝜋

x∫︀
−∞

e− t2
2 dt
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Построение довер. интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (VI)
Таблица значений 𝜉 таких что p =

+∞∫︀
𝜉

𝜒2
𝜈 (x)dx:

  

В пакете ROOT в классе TMath имеется методы ChisquareQuantile и Prob.
𝜉=TMath::ChisquareQuantile(p,n) возвращает значение 𝜉 такое, что p =

∫︀ 𝜉
0 𝜒2

n(x)dx,
т.е. вероятность того, что случайная величина 𝜒2

n < 𝜉 равна p (P(𝜒2
n < 𝜉) = p).

p=TMath::Prob(𝜉,n) возвращает вероятность p =
∫︀ +∞
𝜉

𝜒2
n(x)dx, т.е. вероятность

того, что случайная величина 𝜒2
n > 𝜉 (p = P(𝜒2

n > 𝜉)).
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Построение довер. интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (VII)
Таблица значений 𝜏 таких, что p = 1 −

𝜏∫︀
−𝜏

Tn(x)dx:

  

В пакете ROOT в классе TMath имеется метод StudentQuantile.

𝜏=TMath::StudentQuantile(p,n) возвращает значение 𝜏 такое, что p =
𝜏∫︀

−∞
Tn(x)dx,

т.е. вероятность того, что случайная величина Tn < 𝜏 равна p (P(Tn < 𝜏) = p).
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Построение довер. интервалов для 𝜇 и 𝜎2 (VIII)

Пример: Автомат фасует чай в пачки. Сделана случайная
выборка n = 20 пачек. Выборочная средняя масса пачки чая
⟨x⟩ = 79 г. Определить доверительный интервал для средней
массы пачки 𝜇 с уровнем достоверности p = 99% если:

известно стандартное отклонение массы пачки 𝜎 = 3 г.,
стандартное отклонение массы пачки неизвестно и
выборочное стандартное отклонение s =

√
s2 = 3 г.
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Метод максимального правдоподобия (I)
Метод максимального правдоподобия (ММП) позволяет не только
получить точечную оценку параметра, но также дает
возможность построить доверительный интервал.
Пример: Пусть имеется выборка объёма n из нормального
распределения N(𝜇, 𝜎2) с известной дисперсией 𝜎2 и неизвестным
средним 𝜇. Тогда функция правдоподобия (с точностью до
постоянных множителей) имеет вид:

F (X⃗ , 𝜇) ∼ e
− 1

2

n∑︀
i=1

(Xi−𝜇)2

𝜎2
, ℒ(X⃗ , 𝜇) = −1

2

n∑︁
i=1

(Xi − 𝜇)2

𝜎2

К этому выражению можно добавить 1
2𝜎2

n∑︀
i=1

(X 2
i − ⟨x⟩2), не

содержащее 𝜇, тогда получим:

ℒ(𝜇, X⃗ ) = −1
2

(︂
𝜇− ⟨x⟩
𝜎/

√
n

)︂2

⇒ ℱ(𝜇, X⃗ ) ∼ e− 1
2

(︁
𝜇−⟨x⟩
𝜎/

√
n

)︁2

,

Функция правдоподобия для начальной выборки также
рассматривается как функция правдоподобия единичной выборки
для параметра 𝜇, т.е. как функция плотности вероятности для
параметра 𝜇.
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Метод максимального правдоподобия (II)

  

Приведённая выше логарифмическая функция правдоподобия
имеет максимум при 𝜇 = x̄ = ⟨x⟩. Отрезок прямой, соединяющий
ветви параболы на уровне L = −1/2, характеризует
доверительный интервал для 𝜇, (x̄ − 𝜎) ≤ 𝜇 ≤ (x̄ + 𝜎), который
записывают в виде 𝜇 = x̄ ± 𝜎.
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Метод максимального правдоподобия (III)

Согласно свойствам нормального распределения, интервалу
(x̄ − 𝜎) ≤ 𝜇 ≤ (x̄ + 𝜎) соответствует уровень доверия
(доверительная вероятность) равный 68.3%. Аналогично, отрезок
прямой, проведённый на уровне L = −2, соответствует 95.5%-ному
доверительному интервалу.
Теорема: Пусть ℒ(𝜃|X⃗ ) – непрерывная функция 𝜃 с единственным
максимумом в области допустимых значений 𝜃. Доверительный
интервал для 𝜃 можно найти с помощью той же процедуры, что и
доверительный интервал для среднего значения 𝜇 в случае
единичной выборки из распределения N(𝜇, 𝜎2).
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Метод максимального правдоподобия (IV)
Пример 1: Пусть {x1, ..., x6} – выборка объёма n = 6 из
нормального распределения с параметрами 𝜇 = 0 и 𝜎2 = 1:

{1.468, −2.097, 0.146, −0.295, −2.120, 0.017},

найти оценку 𝜎2 и её доверительные интервалы (CL=68%,95%)
методом максимального правдоподобия.

F (X⃗ |𝜎2) =
1

(2𝜋𝜎2)n/2 e
− 1

2𝜎2

6∑︀
i=1

x2
i
, ℒ(𝜎2|w) = lnF (X⃗ |𝜎2) + const,

ℒ(𝜎2|w) = −n
2
ln𝜎2 − w

2𝜎2 +
n
2
ln

we
n

, w =
6∑︁

i=1

x2
i = 11.155,

ℒ(𝜎2|w) = 4.860 − 3 ln𝜎2 − 5.578
𝜎2 ,

𝜕ℒ
𝜕𝜎2 = 0, 𝜎*2 =

w
n

=
11.155

6
= 1.86.
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Метод максимального правдоподобия (V)

  

Пересечение ℒ(𝜎2|w) с прямой линией L = −2 даёт 95.5%-ный
доверительный интервал для 𝜎2: 0.71 ≤ 𝜎2 ≤ 7.8
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Метод максимального правдоподобия (VI)
Пример 2 (случайная выборка большого объёма): Пусть
{x1, ..., x40} – выборка объёма n = 40 из нормального
распределения с параметрами 𝜇 = 0 и 𝜎2 = 1, её достаточная
статистика w = 37.52, найти оценку 𝜎2 и её CL=68%
доверительный интервал методом максимального правдоподобия.

ℒ(𝜎2|w) = 18.72 − 20 ln𝜎2 − 18.76
𝜎2 ⇒ 𝜎*2 = 0.938,

0.765 ≤ 𝜎2 ≤ 1.18, 𝜎2 = 0.938 ± 0.242
0.173 .

  

68%-ный доверительный
интервал
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